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فرمول   یاثبات احتمال یهاروش  یبررس 
  یی گاما و نما عی با استفاده ازتوز نگیاسترل 

 چکیده 

های جالب و مورد  محاسبات عددی  یکی از روش   ، رفت و انکشاف علمی روی آوردپیشکه بشر بهاز زمانی 
جمله هم تقریب فکتوریل عدد های  آن از توجه بوده و کار های جالب درین عرصه صورت گرفته است و

-روش رمول به ین فشود و اها از تقریب فورمول استرلینگ کار گرفته می که برای محاسبات آن   ،بزرگ است
نمایی یکی از توزیعات مهم و پرکاربرد در بخش احتمال و   توزیع گاما و ای مختلف ثبوت شده است.ه

، سنجش و استنباط  یگیری تحقیقاین دو توزیع در آمار   یهای جالب و قابل توجه احصائیه است، کار برد 
کنیم. ها استفاده می جا برای اثبات فورمول استرلینک از آن این   در  های آماری قابل توجه است و لی ماداده 

های تقریب فورمول استرلینگ با استفاده از توزیع گاما و نمایی  ین مقاله بررسی و بیان روشا  هدف ما در 
عدد بزرگ است(، فرمول     nکه  زمانی)  nها برای محاسبۀ تقریبی ! مول رترین فاز شناخته شده   یکی  که  است

ها برپایۀ قوانین احتمال  از آن   یبرای این فرمول وجود دارد که بعض   های گوناگوناسترلینگ است. اثبات
-یاسترلینگ آشنا م فرمول و نماییتوزیع گاما  اساسبر  یهایی احتمالاستوار هستند. در این نوشتار با اثبات

 ویم.ش

   ، توزیع گاما، توزیع نمایی.یفرمول استرلینگ، اثبات احتمال ها:کلیدواژه 
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Investigating Possible Proof Methods of Stirling's Formula Using 

Gamma and Exponential Distribution 

Abstract 

Since the human progress and scientific development, numerical 

calculations have been one of the most interesting and interesting methods 

and interesting works have been done in this field, and one of them is the 

factorial approximation of large numbers, which uses Stirling's formula 

approximation for their calculations, and this formula has been proven in 

different ways. Gamma and Exponential distribution are one of the most 

important and widely used distributions in the field of probability and 

statistics, the interesting and significant uses of these two distributions in 

research statistics, measurement and inference of statistical data are 

significant, and this is the place to prove Sterling's formula. We use them. 

Our purpose in this article is to review and describe methods of 

approximating Stirling's formula using gamma and exponential 

distribution, which is one of the most well-known formulas for 

approximate calculation of n! (when n is a large number), Stirling's 

formula. There are various proofs for this formula, some of which are 

based on the laws of probability. In this article, we will get acquainted with 

possible proofs based on Gamma distribution and Stirling's Exponential 

formula. 

Keywords: sterling formula, possible confirmation, gamma distribution, 

Exponential distribution. 
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 مقدمه 
  های بزرگ کاری  nی برا  n!   یهمحاسبفکتوریل اعداد بزرگ است،    یرمول استرلنگ در محاسبه اهمیت ف

های بزرگ وجود  فکتوریل  یمتعددی برای تقریب زن   های تقریبی، اما روش است دشوار و بعضاً هم ناممکن
ی به  روش  کدارند.  استرلینگ( شناخته شدهفرمول  تقریبی موسوم  تقریب  بقیۀ روش  تراسترلینگ)یا   هااز 

 ه؛ند ککیست. فرمول استرلینگ بیان م ا

( )
( )

!
1 (1), , 1

2
n

n
e

n
o asn

n
= + →

 

 :رگعبارت دییا به

( )

!
lim 1

2
n

n n
e

n

n→
=

 

برای ازاین م   n  رو  بزرگ  بهی های  تقریب  از  !صورت توان  2

n
n

n n
e


 

  
 

داشته    توجه  استفاده کرد. 

صورت بهعدد حقیق   برای هرتر برحسب تابع گاما  یاسترلینگ در حالت عموم   صورتبه  تقریب باشید که
( 1) ( ) 2ae a   +   شود.یتعریف م 

اما باید درنظر داشت که  شود،  یشناخته م  ( با عنوان فرمول استرلینگ یا تقریب استرلینگ1هرچند فرمول ) 
 اتدانان فرانسوی اثب  یاز ریاض(یکی  1654-1667)  1ور آ توسط آبراهام دمو   بارفرمول استرلینگ نخستین

  کور در ابتدا از یآدمو اند.  ( توضیح داده 16:ص2004( و )دودلی،7:ص1991را )داتکا،ها که این اثباتشد 
بریتانیایی،  دان  ی ریاض  1730در سال  رمول امروزی داشت.  گیری بافچشم  فرمول استفاده کرد که اختلاف

با مطلع  (.  1730)استرلینگ،فرمول مورد ارزیابی قرار داد را در2ثابت  ،(1692-1770)  2جیمز استرلینگ
با نام فرمول   امروزه ل راکهر همان سال او توانست فرمو دثابت توسط استرلینگ  ور از ارزیابی اینآ شدن دمو

 .کند اثبات شناسیممی استرلینگ 

های جدیدی برای آن  نیز اثبات چنانوهم  دارد  وجود  استرلینگرمول  ف قریبت برای  زیادی   هایاثبات امروزه 
های مقدماتی  حت عنوان)اثبات( ت14:ص 1995)فرینزین، را  زیبا از فرمول استرلینگ  های  تشود. اثبایه م یارا

 اند.رمول استرلینگ(بررسی کرده ( تحت عنوان)اثبات کوتاهی از ف4- 2:ص2014رمول استرلینگ و )لیو،از ف
شویم. لازم  یبرپایۀ توزیع گاما از فرمول استرلینگ آشنا می  طور خاص ما با دو اثبات احتمالدر این نوشتار به

استرلینگ وجود دارند.   برای فرمول  گرتوزیع های دی  یبراساس بعض  یاثبات های احتمال  که  ذکر استبه

 
1 Abraham de Moivre 

2 James Stirling 
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با استفاده ازتوزیع پواسن  از ساده   کیی  ؛مثلاً  اثبات ها  این  تحت    ای(در مقاله1988که )هوا،  باشدمیترین 
رمول  )نتیجه فای تحت عنوان( در مقاله 7-4:ص 1995)والش،  و  رمول استرلینگ(  عنوان)روش آماری اثبات ف

تابع احتمال نورمال(  یاسترلینگ در معادله البته  اندتوضیح داده   پواسون و  (  12-6:ص1375)بهبودیان،  و 
 آن پرداخته است.ی معرف به شکل بهتری به

 بیان مسأله   
استرلینگف فرمول  از جمله  برای فکتوریل  های جالب و مسیررمول ، یکی  تقریب نمودن  برای  های  کوتاه 

پواسون    یهای آماری به وسیله معادلهرمول استرلینگ به طریق های مختلف مانند؛ روشف  اعداد بزرگ است.
صورت توزیع گاما و نمایی اثبات نشده  تقریب گردیده است. اما بالای روش اثبات احتمالی مخصوصاً به

 این روش نیز تحت بررسی قرار گیرد.  که شوداست، بناءً لازم دانسته می

 لات تحقیق سوا 
های احتمالی هم برای اثبات  آیا روش های دیگر برای اثبات فرمول استرلینگ و جود دارد یا خیر؟ آیا اثبات

های مطرح شده جواب دهیم و  پرسش خواهیم بهگو هستند یاخیر؟ درین مقاله میفرمول استرلینگ جواب
 معرفی بگیریم.ایی اثبات و بهوسیله تابع توزیع گاما و تابع توزیع نمفرمول استرلینگ را به 

 اهداف تحقیق 
به استرلینگ  فرمول  اثبات  به  رسیدن  ما  اکثراً هدف  است؛  نمایی  توزیع  تابع  و  گاما  توزیع  تابع  وسیله 

همین خاطر توزیع گاما و توزیع نمای را برای اثبات  تر هستند، به های متعدد و کوتاهگران دنبال راه پژوهش 
 کردیم. فرمول استرلینگ انتخاب 

 روش تحقیق 
رمول استرلینگ نوشته های معتبر بین المللی پیرامون فکه در سایت  ،مطالعه مقالات متعدد   یبرپایهاین تحقیق  

  گردد استوار می  تدریس  المللیبین   های معتبردر دانشگاه  ، که احتمالاً های معتبرنشر رسیده و کتاب و به
به یعنی روش  مقاله  است،  درین  رفته  است.کتاب خانهروش  کار  و    ای  مرتبط  کارهای  مقدمه  در بخش 

 شکل مفصل توضیح داده شده است. تحقیقات انجام شده به

 اهمیت تحقیق 
روش توزیع گاما و توزیع نمایی  خوانندگان محترم، با مطالعه این بخش میتوانند با ثبوت فرمول استرلینگ به

توانند، این پژوهش خوانندگان  های اعداد بزگ را محاسبه نموده می قاله فکتوریلآشناشوند، با مطالعه این م
-طریقه توزیع احتمالی مخصوصاً توزیع گاما و نمایی آشنا می محترم را در قسمت ثبوت فرمول استرلنگ به

 ند.ک
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 ها ونتایجیافته
 از فرمول استرلینگی های احتمالاثبات. 1

گیرد  یاستفاده از توزیع گاما صورت م   از تقریب استرلینگ که با  یثبات احتمالدو ا  یمعرف در این قسمت ما به 
 پردازیم. ی م

 گاما تقریب استرلینگ با استفاده از توزیع ی اثبات احتمال 1.2

نیازی باشد برای فهم ودرک بهتر موضوع و در قدم نخست لازم است تابع توزیع گاما را معرفی نمایم تا پیش
 ابهام واقع نشود. خواننده عزیز به

 تابع توزیع گاما

 شکل زیر باشد؛دارای توزیع گاما است اگر دارای تابع احتمال به    Xمتغیر تصادفی 

( )
1

, 0
( ) ( )

0

r

x

X

O

x
e r

f

therwise

x r

 


−

−



= 

 

 کنیم.ی م ی معرف  شودمیه  یارا با استفاده از توزیع گاما را که از فرمول استرلینگی احتمال جا اثباتاین  در

2فرض کنید  1..., ,X X   گاما  مستقل از توزیع  یمتغیرهای تصادف( ,1)Gam   اگر درنظر   ؛باشند. ازاین رو

یریمگب
1

n

n i

i

Y X
=

=    آنگاهnY دارای توزیع گاما( ,1)Gam n  صورت زیر آن به  کثافتو تابع    باشد ی م

 است:
11

( ) , 0. (2)
( )n

y n

Yf y e y y
n





− −= 
 

که  کرد  خاطرنشان  11باید 

( )

y ne y y
n





− − 


مقادیرکوچ   ازای  نامنفک  به  از   yی و  تقریبی 

( )nP y Y y y  +  .(381-374:ص2023)بلتزاشتاین،است 

0ک و ثابتکوچ  ادیرازای مقعبارت بهتر به به   :داریم 
12

( ). (3)
( )

y n

ne y P Y n
n


  



− −  −  − 
 

 کرد: ی صورت زیر بازنویس توان بهمی( را  3های بزرگ تقریب ) n برای

 

12
( ). (4)

( ) 2 2 2

y n nY n
e y P

n

   

   

− − −−
  

 
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 ( داریم:4حد مرکزی در رابطۀ ) یه حال با استفاده از قضی

12 1 2
,

(n ) 2 2

y ne y  

  

− − 
 

 که معادل است با 

( ) ( ) 2 , 0 (5)nn
n n

e


     

 

 و این همان تقریب استرلینگ برای تابع گاما است.

1با قرار دادن
k

n
 =  (، خواهیم داشت:5در رابطۀ ) +

( )! ( ) 2nknk
nk nk

e


 

 است.nkکه همان تقریب استرلینگ برای عدد صحیح

 نمایی تقریب استرلینگ با استفاده از توزیع  لیاثبات احتما 2.2

 تابع توزیع نمایی 
 شکل زیر باشد؛دارای توزیع نمایی است اگر دارای تابع کثافت احتمال به  Xمتغیر تصادفی 

, 0
( )

0

x

X

e x
f x

Otherwise

 − 
= 
 

ای  مقاله(در  10-4:ص 2012،وسیله )آر خانبه  از فرمول استرلینگ که  گریدی  یاثبات احتمال  کجا یدراین 
ابتدا به یم   یشده است معرف   ارائه  رمول استرلینگ(تحت عنوان)اثبات احتمالی ف دو قضیۀ زیر توجه  شود. 

 کنید.

2  . فرض کنید 1 یهقضی 1..., ,X X طوری که مستقل وهم توزیع باشند به یمتغیرهای تصادف( )1 0E X = 
)و  )1 0E X 1اگر  = 2 ...n nS X X X= + +  : گاهآن  ،+

2

2
1

lim .
2

u
x

n

n

S
P x e du

n 

−

−→

 
 = 

 


 

}فرض کنید   .  2قضیۀ   , 1}nX n   کهطوری باشد بهیک ترادف از متغیر های تصادفی  nXتوزیع به در
Xو  متقارب باشد( )2limsup n

n
E X

→
 ؛ گاهآن 

lim , 0 2.
r r

n
E X X r

→
=   
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 ، داریم:1های قضیۀ  شرایط ونمادگذاری و با توجه بهنتایج حاصله از دو قضیه بالا 

2
lim (6)

n

n

S
E

n →
=

 

اثبات احتمال فرض کنید  پذیرد.یفرمول استرلینگ به شرح ذیل صورت م   یحالا، 
2 1..., ,X X    متغیرهای

 ؛باشند. اگر تعریف کنیم 1نمایی با پارامتر  تصادف مستقل و دارای توزیع 
1, 1,2,...,i iY X i= − = 

گاه آن
2 1..., ,Y Y  متغیرهایی مستقل هستند و( )1 0E Y )و    = )2

1 1E Y (، 6رابطۀ )توجه به ازاین رو، با   =
 داریم: 

1 2 ... 2
lim . (7)

n

n

Y Y Y
E

n →

+ + +
=

 

هازآنجاک
1 2 1 2. . .   . . .n nY Y Y X X X n+ + + = + + + درنظر − اگر 

  ؛گریمب
1 2 . . .n nS X X X n= + + + رابطۀآن،  − م( 7)گاه  بهیرا  زیر  توان  صورت 

 نوشت: 

2
lim ,

n

n

S n
E

n →

−
=

 

 طور معادل یا به

lim 2 2 (8)
n

n

S n
E

n


→

−
=

 

nSاکنون  n
E

n

  کنیم.یرا ارزیابی م  −

جاکه ازآن 
iX ها( 1,2,..., )i n= پارامتر با  نمایی  توزیع  بنابراین  1دارای  هستند، 

nS  گاما توزیع  دارای 
( ,1)Gama n باشد:ی زیر م   صورتآن به کثافتاست و تابع 

11
( ) , 0.

( )n

n t

Sf t t e t
n

− −= 
 

 نتیجه در
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1

0

1

0

1 1

0

2
2

( )

2
1

( )

2
1 1 .

( )

n n t

n

n t

n
n t n t

n

S n
E S n t e dt

n n n

n t
t e dt

n n

n t t
t e dt t e dt

n n n









− −


− −


− − − −

−
= −



= −


 
= − + − 

  





 
 

 

tبا فرض
u

n
 خواهیم داشت:  =

1
1 1

0 1

1 1
1 1

0 0 1

2
2 (1 )u (1 )u

( )

2
.

( )

n n nu n nu

n
n nu n u n nu

S n
E u e du u e du

n n n

n n
u e du u e du u e du

n







− − − −


− − − − −

−  = − + −
  

 = − +
  

 

  
 

 یابیم:یتساوی زیر دست م به ءجزبه  ءگیری جزبا استفاده از انتگرال

1

0 1

2 2 2
2 .

( ) ( 1)

n n nu n nu n n
nS n n n u e u e n n e

E
n n n nn

 



− − − −

=  −  =
  +   

 ( داریم: 8کارگیری رابطۀ )ازاین رو، با به

2
lim 1

( 1)

n n

n

n n e

n

 −

→
=

 + 

 که همان فرمول استرلینگ است. 

 گیری نتیجه 
ناممکن است،    ی های عددی بعضاً خیلی مشکل و یاهم در مواردروش های اعداد بزرگ بهمحاسبه فکتوریل

های مختلف وجود دارد که از آن جمله فرمول استرلینگ است که ها فرمولاز این رو برای حل تقربی آن 
 سی گرفتیم که هردو روش خیلی جالب و در خور توجه است، ر بر روش توزیع گاما و توزیع نمایی بهرا به آن 
نگ با استفاده از توزیع گا ما و نمایی پرداخته  رمول استرلیهای اثبات احتمالی فین مقاله به بررسی روشا در

نمایی کمتر است ولی نتایج حاصل    توزیع   روش ایم؛ با اینکه سطح محاسبات در روش توزیع گاما نسبت به 
طریقه توزیع گاما است به دلیل اینکه توزیع گاما  روش اول که اثبات به ت.  از هردو روش قناعت بخش اس
لی و  است   پارامتر  دو  به دار محاسبه کمتری    دارای  مشکل  و  نیست  پیچیده  نمایی  به روش  نسبت  نظر  د 

روش توزیع گاما دارای محاسبات  دلیل داشتن یک پارا متر بسیار ساده اما نسبت بهرسد، اما روش نمایی به نمی 
 است.تر طولانی
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