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د معادلات  اول   یمعمول  لیفرانسی کاربرد  مرتبه 
  در اقتصاد  کیقابل تفک

 چکیده 
گرد.  برای این منظور، مرتبه اول مودر مطالعه قرار می های معادلات دیفرانسیل معمولی  در این مقاله کاربرد 

ها  در تحلیل و تجزیه مسائل اقتصادی   ابتدا معادلات دیفرانسیل معمولی قابل تفکیک  مرتبه اول که از آن 
به استفاده می  دیفرانسل  معادلات  نمود.  از طرفی  ارایه خواهیم  از  شوند؛  بسیاری  ابزار قوی در حل  عنوان 
شود. در حل و برسی  های گوناگون دانش بشری مانند: فزیک، شیمی، و اقتصاد استفاده می همسائل رشت

شود. معادلات دیفرانسیل در تمام  معادلات دیفرانسیل  از مفاهیم حساب دیفرانسل و انتگرال  استفاده می 
د دارد که بتواند  کند، امرزوه کمتر اقتصاد دانی وجو های علم اقتصاد نقش مهم و اساسی را ایفا می شاخه

خود را  از کاربرد معادلات دیفرانسیل در تشریح مباحث و مسائل اقتصادی و به خصوص موضوعات نظری  
منظور) کاربرد معادلات دیفرانیسل قابل تفکیک مرتبه اول معمولی  نیاز بداند. تحقیق حاضر به اقتصادی بی 

توجه به هدف آن از نوع کاربردی وبر مبنای ماهیت  گرفته شده است. در این تحقیق با    تحقیق  در اقتصاد( به  
گردد. درنهایت دریافتیم که  ی استفاده می از روش توصیفی براساس ماهیت اطلاعات از روش کتاب خانه

ها بدون در نظر داشت معادلات دیفرانسیل مشکل و  بعضی ازمسائل اقصتادی هستند که تحلیل و تجزیه آن 
 باشد.حتی ناممکن می 

 معادلات دیفرانسیل ، اقتصاد،  قابل تفکیک،  مرتبه اول معمولی. ها:ژه کلیدوا
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Abstract 

In this article, the applications of first order ordinary differential equations 

are discussed. For this purpose, we will first present first-order separable 

ordinary differential equations that are used in the analysis and analysis of 

economic problems. On the other hand, differential equations are used as 

a powerful tool in solving many problems in various fields of human 

knowledge such as: physics, chemistry, and economics. The concepts of 

differential and integral calculus are used in solving differential equations. 

Differential equations role an important and fundamental role in all 

branches of economics, nowadays there are few economists who can 

consider themselves unnecessary from the use of differential equations in 

describing economic issues, especially economic theoretical issues. . The 

current research has been carried out for the purpose of (the application of 

ordinary first-order separable differential equations in economics), in this 

research, according to its purpose, the applied type is used based on the 

nature of the descriptive method based on the nature of the information, 

the library method is used. Finally, we found that there are some economic 

problems that are difficult and even impossible to analyze without 

considering differential equations . 

Keyword:  Differential Equations, Economic, separable, first-order 
 

 مقدمه 
عنوان  ت به های اقتصاد است. ریاضیاریاضی اقتصادی در واقع ابزار ریاضی برای تحلیل مطالب و بیان تیوری

عنوان منطق علمی انتخاب هستند. ترکیب این دو یعنی اقتصاد ریاضی، تأثیر بسزایی  منطق تفکر و اقتصاد به
ی انتخاب بهینه در اقتصاد داشته است. نیوتن برای بار اول موفق شد، تا ضابطههای مرتبط بهدر الگوسازی 

روز  ت تفاضلی بیان کند. از آن زمان تا اکنون، روز بهحرکت اجرام میخانیکی در خلا را با استفاده از معادلا 
های علمی )فزیکی، کیمیاوی،  شود. چرا که عملًا بسیاری از پدیده بر اهمیت معادلات تفاضلی افزوده می 

توان بیان  کنند، با استفاده از معادلات تفاضلی می جامعه شناسی و اقتصاد(را که ازاصل قطعیت پیروی می 
ی ی را بشناسیم، و اگر عوامل مؤثر در آن را نیز بدانیم، قادریم تا آیندهن اصل اگر پدیده کرد. بر اساس ای

بینی کنیم. بر این اساس معادلات تفاضلی در بسیاری از  آن پدیده را )حد اقل در مقطع زمانی کوتاه( پیش
بینی تحلیل جمعیت، پیش  های علم اقتصاد ظاهر میگردد. از بررسی یک تابع عرضه و تقاضا گرفته  تا  زمینه

(. برای معرفی موضوعات این مقاله درقدم اول  ۱۳۹۱رشد اقتصادی کشور و بسیاری از مسایل دیگر )خلیلی،  
های شیوههای حل معادلات تفاضلی به یک  سلسله تعاریف و ضروریات ابتدایی معادلات تفاضلی و روش به

معادلا  تفکیک،  قابل  تفاضلی  معادلات  قبیل  از  دیفرانسیل خطی  مختلف  ومعادلات  متجانس  تفاضلی  ت 
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کنیم )پورکاظمی،  های اقتصادی معادلات تفاضلی را با الگو های اقتصادی بیان می پردازیم. سپس کاربرد می 
۱۳۸۸.) 

 تبیین مسأله  
قرار  های معادلات دیفرانسیل قابل تفکیک  مرتبه اول  دراقتصاد موردبررسی   این مقاله تحت عنوان کاربرد 

پردازیم که   در بخش  معرفی معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول می گیرد. برای این منظور، نخست بهمی 
 کنیم. ها استفاده می حل  مسائل اقتصادی از آن 

 سوالات تحقیق 
 شود؟ آیا از معادلات دیفرانسیل  در حل مسائل اقتصادی استفاده می  .1
 معمولی  در علم اقتصاد چشت؟ نقش معادلات دیفرانسیل مرتبه اول  .2
 شود؟ های اقتصادی  از معادلات دیفرانسیل قابل تفکیک  استفاده می آیا در الگو  .3

 اهداف تحقیق 
 برسی معادلات دیفرانسیل معمولی  قابل تفکیک مرتبه اول؛  .1
 کابرد معادلات دیفرانسیل معمولی  قابل تفکیک مرتبه اول  در اقتصاد.  .2

 ی تحقیق پشینه
باشد. نه تنها ی فعال درتحقیق تجزیه وتحلیل مسائل اقتصادی می رانسیل معمولی، یک حوزه معادلات دیف

ها موثر است. معادلات دیفرانسل معمولی  که  در پیشرفت آن جدید، بل های  عنوان برنامه کاربردی برای ایده به
مانند اقتصاد، فزیک،    ی استفاده وسیعی در علوم انسانیهای ریاضی کاربردی است که ساحه یکی از شاخه 

صورت وسیع وگسترده توسط دانشمندان ریاضی مورد تحقیق  شیمی و... دارد. این شاخه ریاضی کار بردی به 
 قرار گرفته است. تحت این عنوان تا هنوز در نهادهای تحصیلی افغانستان  کدام اثرِ علمی نوشته نشده است.

 روش تحقیق 
این هدف  ت موضوع تحقیق و امکانات اجرایی آن دارد. با توجه به هدف ماهی روش انجام تحقیق، بستگی به

اساسی این تحقیق »کاربرد معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول قابل تفکیک دراقصتاد« است. از این رو  
ی از منابع دست اول  خانهاز روش تحقیق توصیفی بهره گرفته شده است.  آمار با استفاده از روش کتاب

آوری گردیده است. دلیل استفاده از روش  ها،  مقالات و منابع معتبر علمی جمع یسها، تیزاب مانند: کت
بهخانهکتاب  وابسته  مقاله،   این  عنوان  ماهیت  که  است  این  کتاب ی  هم خانهروش  است.  تمام ی  چنان 
چنان برای ترسیم  هم  ی در این مقاله رعایت گردیده است.خانههای موازین قابل استفاده  ازروش کتاب معیار
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سافتگراف بعضی  از  ریاضی  وتایپ  مانند:ویرها  ریاضی  مخصوص     math type, Mathematicaهای  
 شود.استفاده می 

 تحقیق  اهمیت
نظریه و معادلات دیفرانسیل معمولی، یک موضوع مهم در ریاضیات کاربردی است. معادلات دیفرانسیل   

رود. معادلات دیفرانسیل  هنگام   برسی  و تحلیل مسائل اقتصادی بکار می های  ریاضی برای  عنوان مدل به
چنان کار بردهای گوناگونی در بسیاری  شوند. هم فورمول بندی مجدد در باره مسائل  در ریاضیات مطرح می 

حوزه  نظریهاز  پیوسته،  مبکانیک  مانند  نظریهها،  پتانیسل،  بر  ی  بنا  دارد.  اقتصاد  و   بهینه  کنترل  ین ی 
ی ضروری از تحقیقات علمی  های  معادلات دیفرانسیل معمولی  قابل تفیکک نوع اول؛ یک شاخهکاربرد 

 باشد. می 

 هانتایج ویافته
 پردازیم:ها نیاز داریم می آن ی تعاریف که در این مقاله بهدر این بخش یک سلسله 

ی متغیر مستقل را یک معادلهسبت بهی  بین تابع  و متغیر مستقل  و مشتقات تابع ن: هر رابطه.تعریف1
 نایم. دیفرانسیل می 

 حل معادله دیفرانسیل 
تابع مشتق پذیر   𝑦حل معادله دیفرانسیل عبار است از : یک  = 𝜑(𝑥)   با تابع مذکور  را گویند  که اگر 

 (. ۱۳۹۱عینیت  تبدیل کند )ایوبی، ی آن  در معادله دیفرانسیل وضع شود؛ معادله را به مشتقات مربوطه 
𝑦مثال: تابع   = 𝑠𝑖𝑛 𝑥  حل معادله دیفرانسیل𝑦′′ + 𝑦 =  باشد.می  0

 کنیم.حل: از تابع داده شده، مشتق دوم  را بررسی می 
𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ⇒ 𝑦′ = cos 𝑥 ⇒ 𝑦′′ = − sin 𝑥 

 عینیت تبدیل شود. کنیم، بهی دیفرانسیل فوق وضع می پس مقادیر دریافت شده در  معادله
𝑦′′ + 𝑦 = 0 ⇒ −𝑠𝑖𝑛𝑥 + sin 𝑥 = 0 

 

 

 انتگرا ل گیری معادله دیفرانسیل
انتگرال  گیری معادلهی  دریافت حل معادله دیفرانسل را، بهپروسه  کنند )صافی، ی دیفرانسیل یاد می نام 
۱۳۹۶.) 
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 های معادله دیفرانسیل حل
′𝑦حل عمومی معادله  دیفرانسیل ترتیب اول  حل عمومی:   = 𝑓(𝑥, 𝑦)     در ناحیه𝐷   مستوی𝑥𝑜𝑦      تابعی
𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝑐) .را  نامند که دارایی خواص ذیل باشند 

 𝑐های کیفی کمیت ثابت  : این حل عبارت از معادله دیفرانسیل داده شده در صورتی قیمتحالت اول
 باشد.    سیت کیفی عددی می بوده که مربوط به 

𝑦(𝑥0)حالت دوم: برای شرایط اولیه   = 𝑦0     طوری(𝑥0,𝑦0) ∈ 𝐷    است، یگانه قیمت𝑐 = 𝑐0     موجود
𝑦تواند با در نظر داشت آن حل  شده می  = 𝜑(𝑥, 𝑐0) .شرایط داده شده اولیه را صدق نماید 

′𝑦مسئله کوشی: مسئله که در آن در یافت حل  خصوصی معادله دیفرانسیل   = 𝑓(𝑥, 𝑦)     که شرایط اولیه
𝑦(𝑥0) = 𝑦0  (. ۱۳۹۱گردد ) خلیلی، نام مسئله کوشی یادمی را صدق نماید به 

 طرح مسأله کوشی 
افتد  تایک حل مورد نظر تر ضروت می های حل معادلات دیفرانسیل خیلی نا مطلوب بوده،  بیشدر تخنیک

را برای معادلات دیفرانسیل ترتیب  آن دست آریم.  این روش یک مسأله مهم بوده، که ما  معادله مذکور را به
′𝑦اول   = 𝑓(𝑥, 𝑦)   نماییم، که طرف راست آن یعنی،  بررسی می𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)     در  ناحیه𝐷    مستوی

𝑥𝑜𝑦     معین باشد.  برای به دست آوردن یگانه حل𝑦 = 𝑦(𝑥)     معادله𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦)     برای معادله مذکور
′𝑦ادله   نماییم که  حل معشرایطی را وضع می  = 𝑓(𝑥, 𝑦)    نام شرایط اولیه را صدق کند. این شرایط را به

یکی از مسائل اساسی نظری و عملی معادلات دیفرانسیل که به نام مسأله کوشی این ترتیب بهکنند. بهیاد می 
را تدوین  وآن ی مذکور  را  برای اولین بار  کوشی)ریاضیدان فرانسوی(  شویم.  مسألهشود روبرو می یاد می 

دیفرانسیل   معادله  برای   مسأله  این  ′𝑦حل کرد.   = 𝑓(𝑥, 𝑦)    شود. حال  چنین مطرح می𝑦 = 𝑦(𝑥)   
′𝑦معادله دیفرانسیل   = 𝑓(𝑥, 𝑦)  را در یافت کنید در صورتی که حل مذکور  در شرایط اولیه 𝑦(𝑥0) =

𝑦0    نقطه کیفی ساحه تعریف𝐷   تابع𝑓(𝑥, 𝑦)  توان نوشت که: ین میبر باشد. بنامی 
𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦),    𝑦(𝑥0) = 𝑦0                                                        (2) 
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ها در جواب عمومی  پارامتر را با قیمت گذاری بهی جواب یک معادله  دیفرانسیل باشد، اما نتوان  آن اگر رابطه
به دیفرانسیل  می معادله  دیفرانسیل  معادله  استثنایی  جواب  یک  را  جواب  آن  آورد؛  صافی،  دست   ( گویند 

۱۳۹۷.) 
توجه باید داشت که جواب غیر عادی مخصوص معادلات غیر خطی است،  معادلات دیرانسیل خطی جواب  

 غیر عادی ندارند. 

 مفهوم هندسی معادلات دیفرانسیل مرتبه اول
′𝑦دیفرانیسیل مرتبه اول  دانیم که شکل عمومی معادلات  چون می  = 𝑓(𝑥, 𝑦)     است که حل عمومی تابعی

𝑦 = 𝜑(𝑥, 𝑐)   باشد،که در آن  می𝑐   های مختلف را اختیار کند. تواند قیمت یک ثابت کیفی است و می
کند. از نقطه نظر ها را بروی سیستم کمیات وضعیه ترسیم می پس حل عمومی معادله فوق مجموع منحنی

یا عمومی  منحنی    هندسی حل  مستوی کمیات وضعیه مجموع  در  عمومی  نشان می انتگرال   را  دهد؛  ها 
از این منحنی طوری  ارتباط بهکه هریک  انتگرالی  این مجموعه    𝑐یک ثابت کیفی  ها   ها را به نام منحنی 

ها یکی از این منحنی کنند.  انتگرال خصوصی یا حل خصوصی  در اصل مطابقت بهمعادله دیفرانسیل یاد می 
 (.۱۳۷۸گذرد ) نکوکار، که از یک نقطه معین منحنی می نموده، طوری 

 مثال: مفهوم هندسی معادله دیفرانسیل ذیل را بررسی کنید.

𝑦′ =
𝑦

𝑥
                                                             (3) 

 کنیم.یم می حل:  نخست حل عمومی معادله فوق را بررسی و سپس جهت ساحه آن را ترس

𝑦′ =
𝑦

𝑥
,   ⇒    

𝑑𝑦

𝑦
   =

𝑑𝑥

𝑥
, ⇒ 𝑙𝑛𝑦 = ln(𝑐𝑥)                         

 آید:دست می پس حل عمومی معادله فوق قرار ذیل به 
𝑦 = 𝑐𝑥 

 شود: جهت ساحه قرار ذیل رسم می  𝑐برای مقادیر مختلف پارامتر  
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𝑦مثال: ازحل عمومی   = 𝑥2 + 𝑐    را رسم کنید.را تشکیل داده و منحنی آن ی آن معادله دیفرانسل مربوطه 
 گریم.حل: از عمومی داده شده مشتق اول آن را می 

𝑦 = 𝑥2 + 𝑐 ⇒ 𝑦′ = 2𝑥 
 شود. برا ی مقادیر مختلف پارا متر منحنی تابع طوری ذیل رسم می 

 
𝑦مثال: از حل عمومی   =

𝑐

𝑥
 را رسم کنید.معادله دیفرانسیل مربوطه آن راتشکیل داده منحنی آن   

 حل: 

𝑦 =
𝑐

𝑥
,   ⇒ 𝑦′ =

−𝑐

𝑥2 ⇒  𝑦′ =
−𝑦

𝑥
 

 شود: در برابر مقادیر مختلف پارامتر گراف طوری ذیل رسم می 
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 انواع معادلات دیفرانسیل
دیفرانیسیل معمولی و معادلات  شوند: معادلات  دو دسته تقسیم می صورت  عموم بهمعادلات دیفرانیسل به 

 دیفرانسیل قسمی. 
 

 معادلات دیفرانسیل معمولی 
مانند   تعریف: متحول   یک  از  متشکل  دیفرانسیلی  معادله  یک  در  مجهول     𝑥هرگاه  𝑦تابع  = 𝑓(𝑥   

نامند. نام معادله دیفرانسیل معمولی می های مختلف تشکیل گردیده باشد؛ بهومشتقات تابع مجهول از ترتیب 
 باشد: شکل عمومی آن قرار ذیل می و 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′. 𝑦′′, 𝑦′′′, … , 𝑦(𝑛)) = 0                            (4) 
 شکل ذیل نوشت:توان بهرا می  (4)معادله دیفرانسیل 

𝑓 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
.
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 ,
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3 , … ,
𝑑(𝑛)𝑦

𝑑𝑥3 ) = 0                            (5) 

 معادلات دیفرانسیل مرتبه اول
,𝑓(𝑥که در قبل تذکر دادیم، شکل عمومی یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول  طوری  𝑦, 𝑦′)=0باشد.  ، می

 دست آریم. باید توجه داشت که حلخواهیم جواب عمومی این نوع معادلات را بهحال در این بخش می 
ها به فرانسیل درحالت کلی امکان پذیر نیست.  تنها معادلات دیفرانسیل خاص، هریکی از آن یک معادله دی

 حل  معادلات دیفرانسیل مرتبه اول همین جهت در این بخش بههای مخصوصی قابل حل هستند.  بهروش 
 خواهیم پرداخت. 

 معادلات دیفرانسیل با متحولین جدا شونده 
چهار بخش تقسیم شده اندکه، هر کدام این نوع معادلات را  جدا شونده  به معادلات دیفرانسیل با متحولین  

 کنیم.قرارذیل برسی می 
: شکل عمومی معادله دیفرانسیل قابل تفکیک نوع اول  معادلات دیفرانسیل قابل تفکیک نوع اول

 ذیل است:  قرار
𝑦′ = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)                                                              (6) 

 کنیم.ی فوق، جدا سازی می ها را در معادلهحل: متحول 

𝑦′ = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥), ⇒
𝑑𝑦

𝑓2(𝑦)
=

𝑑𝑥

𝑓1(𝑥)
                      (7) 

 شود.گریم، جواب عمومی معادله دیفرانسیل حاصل می از رابطه فوق انتگرال می 
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∫
𝑑𝑦

𝑓2(𝑦)
= ∫

𝑑𝑥

𝑓1(𝑥)
+ 𝑐 

قابل   یفرانسل  د  دوممعادله  ذیل  تفکیک نوع  عمومی  دارای شکل  دیفرانیسل  معادله  نوع  این   :
 باشد:می 

𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑦)𝑑𝑦 = 0                                       (8) 
 شود.، حل عمومی معادله دیفرانسیل نوع دوم حاصل می (8)با  انتگرال گیری از  

∫ 𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑁(𝑦)𝑑𝑦 = ∫ 0, ⇒ ∫ 𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑁(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

ذیل  دیفرانسیل قابل تفکیک نوع سوممعادله   فرم  به  نوع سوم  قابل تفکیک  دیفرانسیل  : معادله 
 شود.نوشته می 

𝑀1(𝑥). 𝑁1(𝑦)𝑑𝑥 + 𝑀2(𝑥). 𝑁2(𝑦)                   (9) 
 کنیم.ها را جداسازی می حل: متحول 

𝑀1(𝑥)

𝑀2(𝑥)
𝑑𝑥 +

𝑁2(𝑦)

𝑁1(𝑦)
𝑑𝑦 = 0                                                          (10)                     

 آید.، حل عمومی معادله دیفرانسیل نوع سوم به دست می (10)با انتگرال گیری از  

∫
𝑀1(𝑥)

𝑀2(𝑥)
𝑑𝑥 + ∫

𝑁2(𝑦)

𝑁1(𝑦)
𝑑𝑦 = ∫ 0                             (11) 

 پس داریم،

∫
𝑀1(𝑥)

𝑀2(𝑥)
𝑑𝑥 + ∫

𝑁2(𝑦)

𝑁1(𝑦)
𝑑𝑦 = 𝑐                                      (12) 

 دست آمده است. گیری حل عمومی معادله دیفرانسل قابل تفکیک نوع سوم در فوق بهبعد از انتگرال 

 معادلات دیفرانسیل متجانس ترتیب اول
′𝑦معادله دیفرانسیل ترتیب اول  تعریف:   = 𝑓(𝑥, 𝑦)های  متحول، یک معادله متجانس نظر به𝑥   و𝑦     از

می  یاد  صفری  صورتی ترتیب  در  تابع  گردد.  ,𝑓(𝑥که  𝑦) نظر صفری  ترتیب  از  متجانس  تابع  یک   ،
 باشد.   𝑦و 𝑥های  متحولبه

 روش حل معادله دیفرانسیل متجانس ترتیب اول 
یبم،  یک معادله دیفرانسیل قابل تفکیک تبدیل نماکه یک  معادله دیفرانسیل متجانس ترتیب اول را به برای این 

𝑦در این  صورت از تعویضی  

𝑥
= 𝑢   کنیم.استفاده می 

𝑦

𝑥
= 𝑦, ⇒ 𝑦 = 𝑢𝑥 ⇒ 𝑦′ =

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑢 
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′𝑦مقادیر در یافت شده را در اصل معادله دیفرانسیل  = 𝑓(
𝑦

𝑥
 کنیم.، جایگزین می 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
𝑥 + 𝑢 = 𝑓(𝑢) 

 کنیمها را جدا سازی می متحول 
𝑑𝑢

𝑓(𝑢) − 𝑢
=

𝑑𝑥

𝑥
                                                 (13) 

 شود.گریم، در نهایت حل عمومی معادله دیفرانسیل حاصل می ، انتگرال می 13از طرفین 

∫
𝑑𝑢

𝑓(𝑢) − 𝑢
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
+ ln 𝑐 

 کاربرد معادلا ت دیفرانسیل مرتبه اول قابل تفکیک  در اقتصاد 
اقتصادی کاربرد دارند. این معادلات در تعین شرایط پایداری پویا برای  معادلات تفاضلی در بسیاری از توابع  

های  اقتصاد خرد و نیز ردیابی مسیر زمانی تحت شرایط مختلف در اقتصاد کلان مورد  تعادل بازار در مدل 
دلات  گیرند. اگر نرخ رشد یک تابع مفروض باشد، اقتصاد دانان قادر اند، با استفاده از معااستفاده قرار می 

توان تابع تقاضا را  ی در دست باشد، می چنین اگر کشش نقطهدیفرانیسیل تابع مورد نظر را تعین کنند. هم
چنین برآورد توابع  گذاری و هم برآورد کرد. معادلات  دیفرانسیل  جهت برآورد توابع سرمایه از توابع سرمایه

 (. ۱۳۸۶د ) کاظمی،  گیر هایی مورد استفاده قرار می ی نهایی و در آمد ن هزینه کل و درآمد کل از توابع هزینه 
ایم. گرچه ممکن است  های مختلف اقتصاد پرداختهکاربرد های مختلف از معادلات در بخشجا بهدر این 

از آوردن کاربرد  های مختلف بیان اهمیت  از یک راه حل در برخی کاربردها استفاده شده باشد، هدف 
 باشد. ده از آن در اقتصاد می معادلات تفاضلی و میزان استفا

 تابع در آمد
𝑦کند. تابع تقاضا برای این تولید کنندهتولید می  𝑥اندازه را به  𝐴تولید کننده   = 𝐷(𝑥)    است که در آن𝑦 

 نامیم. قیمت  است و مقدار فروش، که آن را درآمدکل می 
𝑇𝑅 = 𝑥. 𝑦 = 𝑥. 𝐷(𝑥)                                            (14) 

گذرد. درآمد متوسط در واقع  در آمد حاصل از  است، منحنی در آمد از مبدأ می    𝑇𝑅0در حالت کلی   
 نام تابع تقاضا نامند.فروش، یک واحد است که به

𝐴𝑅 =
𝐹𝑅

𝑥
=

𝑥. 𝐷(𝑥)

𝑥
= 𝐷(𝑥)                    (15) 

𝑀𝑅آمد نهایی با مشتق تابع  در آمد کل برابر است.  در  =
𝐷𝑇𝑅

𝑑𝑥
نرخ تغییر درآمد کل  است.    𝑀𝑅که درآن     

 (.۱۳۸۸)کاظمی،  کندتغییر می    𝑀𝑅اندازه  یعنی، اگر مقدار تقاضا یک واحد تغییر کند، در آمد کل به 
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 کنیم.ده می برای دریافت در آمد کل، از معادله دیفرانسیل قابل تفکیک استفا

𝑀𝑅 =
𝐷𝑇𝑅

𝑑𝑥
⇒ 𝐷𝑇𝑅 = 𝑀𝑅. 𝑑𝑥 ⇒ ∫ 𝐷𝑇𝑅 = ∫ 𝑀𝑅. 𝑑𝑥 

𝑥ها در آمد کل به  آمد کل، یک شرط اولیه لازم است، که در بسیاری حالتبرای تعین یک تابع در = 0  
𝑇𝑅0برابر  است یعنی،   = 0 . 

𝑀𝑅مثال: اگر تابع درآمد نهایی  به صورت  = 1 + 2𝑥 − 𝑥2    با در  در نظرداشت شرایط اولیه𝑐 = ، تابع  0
 در آمد کل و تابع تقاضا را دریافت کنید.

𝑀𝑅حل: با استفاده از فورمول   =
𝑑𝑇𝑅

𝑑𝑥
 توان نوشت:می  

𝑀𝑅 =
𝑑𝑇𝑅

𝑑𝑥
⇒ 1 + 2𝑥 − 𝑥2 =

𝑑𝑇𝑅

𝑑𝑥
⇒ 𝑑𝑇𝑅 = (1 + 2𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥 

 گریم.ی بالا  انتگرال می از رابطه

∫ 𝑑𝑇𝑅 = ∫(1 + 2𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥 ⇒ 𝑇𝑅 = 𝑥 + 𝑥2 −
1
3 𝑥3 + 𝑐 

𝑐چون   =  است،  پس تابع در آمد کل قرار ذیل است. 0

𝑇𝑅 = 𝑥 + 𝑥2 −
1
3 𝑥3 

 پس داریم: 

𝑇𝑅 = 𝑥. 𝑦 ⇒ 𝑥 + 𝑥2 −
1
3 𝑥3 = 𝑥. 𝑦 ⇒ 𝑦 = 1 + 𝑥 −

1
3 𝑥2 

 

 𝐱در آمد نهای نبست به

𝑀𝑅𝑥 =
𝜕𝑅𝑇

𝜕𝑥
                               (16) 

 𝐲آمد نهایی نسبت به  در 

𝑀𝑅𝑦 =
𝜕𝑅𝑇

𝜕𝑦
                                      (17) 

 گردد: داده شده باشد، تابع  در آمد قرار ذیل دریافت می  𝑥هرگاه در آمد نهایی نسبت به 

𝑀𝑅𝑥 =
𝜕𝑅𝑇

𝜕𝑥
⇒ 𝜕𝑅𝑇 = 𝑀𝑅𝑥𝑑𝑥                            (18)                        

 داریم: (18) با انتگرال گیر ی از  

∫ 𝜕𝑅𝑇 = ∫ 𝑀𝑅𝑥𝑑𝑥  ⇒      𝑅𝑇  =  ∫ 𝑀𝑅𝑥𝑑𝑥            (19) 
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 شود:داده شده باشد، تابع در آمد قرار ذیل حاصل می  𝑦در صورتی که درآمد نهای نسبت به  

∫ 𝜕𝑅𝑇 = ∫ 𝑀𝑅𝑦𝑑𝑦  ⇒      𝑅𝑇  =  ∫ 𝑀𝑦𝑑𝑦                    (20) 

 تابع هزینه کل 
ی ثابت« با تغییر سطح تولید  در حالت کلی هزینه، از دو بخش ثابت و متغییر تشکیل شده است » هزینه 

های مانند: بهره، اجازه، استهلاک کارخانه و لوازم آن است. این هزینه  ماند و عموماً شامل هزینهثابت می
 دهیم. نشان می   FCرا به 

باشد. این نیروی کار، مواد اولیه وغیره می کند و شامل پرداخت به ی متغییر« با سطح تولید تغییر می »هزینه
واحد از یک کالا باشد و فرض شود که    xهزینه کل تولید و بازاریابی   𝑇𝐶 دهیم.  نمایش می   VCهزینه را به  

 (.۲۰۲۲است: )ژانگ، قرار ذیل   است. معادله xتنها تابعی از 
𝑇𝐶 = 𝐹𝐶 + 𝑉𝐶                                (21) 

 ی کل دارای خواص زیر است: در حالت کلی منحنی هزینه 
𝑻𝑪(𝟎)ی کل صفر یا مثبت است، یعنی داریم اگر تولید صفر شود، هزینه  .1 ≥ ، در این صورت  𝟎

 ، هزینه ثابت تولید است؛ 𝑻𝑪(𝟎)مقدار  
𝑻𝑪′(𝒙)کند بنابر ین  تزاید می    𝒙ایش  مقدار تولید  ی کل با افز هزینه .2 >  همواره مثبت است؛  𝟎
بعد با رسد که از آن به ی می نقطهی کل تولید بر علاوه مقادیر زیادی از تولید هر کالا بههزینه .3

 𝑻𝑪′(𝒙)  سمت بالا است. یعنی یابد؛  از این رو تقعر منحنی هزینه بهنرخ صعودی افزایش می 

 

 ی متوسط هزینه
 شکل ذیل است:ی  متوسط به فورمول هزینه

𝐴𝐶 =
𝑇𝐶

𝑥
                                                                    (22) 

 𝑀𝐶اندازه  ی که بهی کل است، اگر مقدار تولید یک واحد تغییر کند، هزینهنرخ تغییر هزینه   𝑀𝐶، (16)در 
با استفاده از معادله توانیم  که هزینه ی نهایی، می با داشتن هزینه   کند. واضح است کهتغییر می  ی کل را 

 های انتگرال گیری به دست آریم.دیفرانسیل و روش 

𝑀𝐶 =
𝑑𝑇𝐶

𝑑𝑥
⇒ 𝑑𝑇𝐶 = 𝑀𝐶𝑑𝑥 ⇒ ∫ 𝑑𝑇𝐶 = ∫ 𝑀𝐶𝑑𝑥  ⇒ 𝑇𝐶 = ∫ 𝑀𝐶𝑑𝑥 
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𝑀𝐶ی نهایی  اگرتابع هزینه  مثال: = 2𝑥 + 𝐹𝐶،  هزینه ثابت6 = ی کل را در صورتی  هزینه، باشد، 100
𝑥دریابید که   =  باشد.  5

 نماییم:حل: با استفاده از فورمول ذیل حل می 

𝑀𝐶 =
𝑑𝑇𝐶

𝑑𝑥
⇒ 𝑑𝑇𝐶 = 𝑀𝐶𝑑𝑥 ⇒ ∫ 𝑑𝑇𝐶 = ∫(2𝑥 + 6)𝑑𝑥 = 𝑥2 + 6𝑥 + 𝑐 

 پس داریم: 
𝑇𝐶 = 𝑥2 + 6𝑥 + 𝑐, 𝑥 = 5                            (23) 

𝑐اگر شرایط اولیه را تطبیق نماییم  =  شود.حاصل می  100
 کنیم.جایگزین می (23) را در   𝑐مقدار

𝑇𝐶 = 𝑥2 + 6𝑥 + 100                      (24) 
 آمد ملی، مصرف ملی و پس انداز ملیدر 

𝐶شکل  کنیم که تابع مصرف ملی به فرض می  = 𝑓(𝑥)  که در آن ،𝐶    مصرف ملی و𝑥     .در آمد ملی است
 (. ۲۰۱۸باشد)باکاری، می  𝑥مشتق مصرف، نسبت به  ،  برا بر  به𝑀𝑃𝐶مصرف  در این صورت میل نهایی به

𝑀𝑃𝐶 =
𝑑𝐶

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥)                                          (25) 

 ، پس انداز ملی باشد، در این صورت،𝑆اگر 
𝑥 = 𝐶 + 𝐶                                                           (26) 

 گریم:ی بالا مشتق می از رابطه
𝑑𝐶

𝑑𝑥
+

𝑑𝑆

𝑑𝑥
= 1                                                   (27) 

 ویا 
𝑀𝑃𝐶 + 𝑀𝑃𝐶 = 1 

𝑑𝐶، (20) در  

𝑥
 ،  موسوم به میل نهایی مصرف و (

𝑑𝑆

𝑑𝑥
س انداز است. با معلوم بودن میل نهایی و  ، میل نهایی پ

 توان تابع مصرف  یا پس انداز را  تعیین کرد. اگر  یا پس انداز، با استفاده از معادله دیفرانسیل  می 
𝑑𝐶

𝑑𝑥
  (20) ،

 معلوم باشد، در این صورت داریم: 
𝑑𝐶

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑥) ⇒ 𝑑𝐶 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 

 گریم:ی بالا انتگرال می از رابطه

∫ 𝑑𝐶 = ∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 ⇒ 𝑐 = 𝑓(𝑥) 
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توان پس انداز  را تعیین کرد، با معلوم بودن تابع مصرف ملی می   𝑐توان ثابت  با معلوم بودن شرایط اولیه، می 
 ملی را تعیین کرد.

 گیری نتیجه 
در این مقاله، کاربرد معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول قابل تفکیک  در اقتصاد مورد مطالعه قرار گرفته  

وسیله آن بسیاری  ی ریاضی است، که به ترین نظریه ی  معادلات  دیفرانسیل  بهترین و  عمومی ظریهاست.  ن
باشد. در  ی از آنالیز ریاضی می توان بیان و توضیح داد. این نظریه، شاخهاز قوانین طبیعی و اقتصادی را می 

تعریفاتی و  مفاهیم  در قدم نخست  آن این تحقیق،  از  تکه  و  در تحلیل  استفاده  ها  اقتصادی   مسائل  جزیه  
شوند ارایه گردیده است. سپس با استفاده از معادلات دیفرانسیل معمولی قابل تفکیک  مرتبه اول تابع می 

های عددی  درآمد، تابع هزینه کل، هزینه متوسط، در آمد ملی، مصرف ملی و پس انداز ملی با ارایه مثال 
یک مدل ریاضی) معادلات دیفرانسل( است  نظرداشت قوانین آن بهمسایل اقتصادی را با در   بیان شده است.

گیری معادله دیفرانسیل مربوطه آن حل گردیده است. این تبدیل کرده، سپس با استفاده از قوانین انتگرال 
 های فزیک، کیمیا و مهندسی تعمیم داد.توان در بخش موضوع را می 

 منابع 
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